Chuang 3: PHUONG PHAP BIEN DOI LAPLACE

Vién

Toan ng dung va Tin hoc (DHBKHN)

BO MON TOAN CO BAN

VIEN TOAN UNG DUNG VA TIN HOC
DAI HOC BACH KHOA HA NOI

SAMI (HUST) — version 2023

MI1131-GIAl TICH I11I-CHUONG 3

SAMI (HUST) - version 2023



Chuwong 3: PHUGNG PHAP BIEN DOI LAPLACE

© Bai 1: PHEP BIEN DOI LAPLACE VA BIEN DOI NGUGC
@ Bai 2: BIEN DOI LAPLACE CUA DAO HAM, TiCH PHAN
© Bai 3: PHEP TINH TIEN VA PHAN THUC DON GIAN

© Bai 4: DAO HAM, TiCH PHAN VA TiCH CUA CAC PHEP BIEN DOI

Vién Toan tng dung va Tin hoc (DHBKHN) SAMI (HUST) - version 2023



Chuang 3: PHUGNG PHAP TOAN TU LAPLACE

Bai 1: PHEP BIEN DOI LAPLACE
VA BIEN DOI NGUGC
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va bién d6i ngudc

I. Phép bién déi Laplace
1. Dinh nghia: Cho f 13 ham xac dinh trén [0, 00) va lién tuc ting khic trén mbi doan hitu han. Néu
tich phan suy rong

/ e S f(t)dt véi s € D CR
0

héi tu thi ta dat .
F(s):= / e ' f(t)dt, trong d6 s € D
Jo

va goi ham F 13 bién d8i Laplace ctia ham f. Ky hiéu: F(s) = . Z{f(t)}(s).
Vidu: a) f(t)=1 b)f(t)=e",a€R ¢)f(t)=t* a>-1
d) f(t)=t" e) f(t) = coskt ) f(t) = sinkt.
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va bién d6i ngudc

I. Phép bién déi Laplace

1. Dinh nghia: Cho f 13 ham xac dinh trén [0, 00) va lién tuc ting khic trén mbi doan hitu han. Néu
tich phan suy rong

/ e S f(t)dt véi s € D CR
0
héi tu thi ta dat .
F(s):= / e ' f(t)dt, trong d6 s € D
Jo

va goi ham F 13 bién d8i Laplace ctia ham f. Ky hiéu: F(s) = . Z{f(t)}(s).
Vidu: a) f(t)=1 b)f(t)=e",a€R ¢)f(t)=t* a>-1
d) f(t)=t" e) f(t) = coskt ) f(t) = sinkt.

> —stioo ] 1 4 A
Giai: a) F(s) = / e~stdt = — & = 7(1 ~ lim e*sA) = - néu s > 0. Khdng tén tai F(s)
0 s lo s A=oo s
khi s < 0.
o & e~ (5—a)t oo 1 . R
b) F(s) = / e e dt = / e Vtgp = ‘ = néu s > a. Khéng ton tai
0 s—a lo  s—a

0
F(s) khi s <a.
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va bién d6i ngudc

° 1
c) F(s) = / e *'t%dt. D3t z = st = t = Zodt=de
0 S S

1 o 1 o
Xét s > 0, ta c6: F(s) = s“ﬁ/ e 2%z = @.I‘(a +1), trong d6 I'(«a) := / e *2° tdz dugc
0 0

goi la ham Gamma.
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va bién d6i ngudc

e 1
c) F(s) = / e *'t%dt. D3t z = st = t = Zodt=de
0 ) - S ) S ~
Xét s > 0, ta cb: F(s) = s“ﬁ/o e "%z = @.I‘(a +1), trong d6 I'(«a) := /0 e *2° tdz dugc
goi la ham Gamma.
d) Thay a = n trong cau c) ta cé: F(s) =

1 o0
Snﬁ.F(n +1),trongd6 T'(n+1) := / e ?z"dz. Thuc
0

X !
hién tich phan timg phan n 13n cho ham Gamma, ta dugc T'(n + 1) = nl = F(s) = —7 véi s > 0.
S
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va bién d6i ngudc

° 1
c) F(s) = / e *'t%dt. D3t z = st = t = Zodt=de
0 S S
o

1 o 1
Xét s > 0, ta cb: F(s) = s“ﬁ/ e "%z = @.I‘(a +1), trong d6 I'(«a) := / e *2° tdz dugc
0 0

goi la ham Gamma.

1 o0
d) Thay a = n trong cdu c) ta cé: F'(s) = —=.I'(n+ 1), trong d6 T'(n + 1) := / e ?2"dz. Thuc
0

st

X !

hién tich phan timg phan n 13n cho ham Gamma, ta dugc T'(n + 1) = nl = F(s) = —7 véi s > 0.
S

o)
e) F(s) = et cos ktdt. Thuc hién tich phan titng phan 2 lan ta c6:
0
1 k2 k2 1 s .
F(s) = - - gF(s) = (1 + 8—2>F(s) = L= Fls) = g e s> 0.
f) F(s) = / e %! sin ktdt. Thuc hién tich phan tirng phan 2 Ian ta cé:
0
ko k2 k2 k k .
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va bién d6i ngudc

2. Tinh chét tuyén tinh: Cho 2 ham sb f(t) va g(t). Néu tén tai Z{f(t)} va L{g(t)}, thi v6i moi
hing sb o, 3 € R ta ludn cé:

L{af(t)+ Bg(t)}(s) = aZ{f(t)}(s) + BL{g(t)}(5)-
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Bai

2.

Vién

1: Phép bién ddi Laplace va bién ddi ngudc

Tinh chét tuyén tinh: Cho 2 ham sb f(t) va g(t). Néu ton tai Z{f(t)} va L{g(t)}, thi v6i moi

hing sb o, 3 € R ta ludn cé:

L{af(t)+ Bg(t)}(s) = aL{f(1)}(5) + BL{g(t)}(s).
C/M:
L{af(t) + Bg(t)}(s) = / et (af (1) + Bg(t))di = A /OA e~ (af (1) + By(t))dt. (%)
Vi 2LF(0))(s) = /0oo e~ F(1)dt v L{g(t)}(s) = /Ooo e~ g()dt tbn tai, nén tén tai

A A
lim e S f(t)dt va  lim e Stg(t)dt.

A—o0 Jo AA—>oo 0 M
Khi d6: VP(x) = aAlim / e St f(t)dt + ﬁAlim / e *tg(t)dt
—o0 Jo —o0 Jo
— a2 {F(D}(5) + BL{g(1)}(5) = dpem.
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va bién d6i ngudc

Vi du: a) Z{3t> + 4t3} b) £{3e?" + 2sin” 3t}
¢) Z{cosh kt} d) £{sinh kt}
Cha y: Hai ham s6 hyperbolic dugc xdc dinh bédi céng thic
coshz = % va sinhx = %
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va bién d6i ngudc

Vi du: a) Z{3t> + 4t3} b) £{3e?" + 2sin” 3t}
¢) Z{cosh kt} d) £{sinh kt}

Cha y: Hai ham sb hyperbolic dugc xac dinh bdi cong thiic

e +e” et —e ®

— c-°

2

coshz = va sinhz =
Gidi: Ta ¢6 N 5 6t ol
a) L{32 446} = 3L} +4L{*) =35 445 = 5;

b) Z{3e?" + 2sin? 3t} = 3.L{e*} + L{1} — L{cos 6t}
3 1

véi s >0

véi s > 2.

s
s—2 s s2+36

1

c) L{coshkt} = = (ZL{e"} + Z{e7*})

| = —

d) Z{sinhkt} = = (L{e"} — L{e*}) =
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va phép bién déi ngudc

3. Bang cac phép bién déi Laplace

f(t) 11’(8) s

1 - 5s>0
S

n nl

t" (n € N) ‘fJEH ) 5>0

a+1

t* (a €R,a>—1) eS| 5s>0

et s>a
S —S(L

cos kt W s> 0

sin kt W s> 0

cosh kt W s > |k|

sinh kt m s > |]€|

Chii y: Ham Gamma I'(a) = [~ 2 te~®dx thda man I'(a + 1) = ol (o) va I'($) = /7.
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va bién d6i ngudc

4. Sy ton tai cha phép bién déi Laplace
e Dinh nghia: Ham £(t) dugc goi I3 bi chin mii trén [0, 00) néu tén tai cic hing sb khong am M
va a sao cho
If(t)] < Me**  véi moit > 0.
e Dinh ly 1: Néu ham sb f(t) théa man:
i) lién tuc ting khic trén [0, 00),
ii) 13 ham bj chdn mi trén [0, 00),
thi ludn tén tai Z{f(t)}(s) véi s > a, trong d6 « |3 hing sb trong dinh nghia trén.
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va bién d6i ngudc

4. Sy ton tai cha phép bién déi Laplace
e Dinh nghia: Ham £(t) dugc goi I3 bi chin mii trén [0, 00) néu tén tai cic hing sb khong am M
va a sao cho
If(t)] < Me**  véi moit > 0.
e Dinh ly 1: Néu ham sb f(t) théa man:
i) lién tuc ting khic trén [0, 00),
ii) 13 ham bj chdn mi trén [0, 00),
thi ludn tén tai Z{f(t)}(s) véi s > a, trong d6 « |3 hing sb trong dinh nghia trén.
C/M: Vi £(t) I3 ham bi chdn mii trén [0, 00) nén ton tai cac hing sb khéng am M va « sao cho
|f(t)] < Me“t véi moi t > 0. Ta cé:

A A A
/0 e St f(t)dt g/o e 3f(t)|dt:/0 e St f(b)|dt

A A
< / e M Me'dt = M / e (mltar =
0 0

_ —(s—a)A
o)

M

s —«

< véi s > a.
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va phép bién déi ngudc

Cho A — oo, ta cé: |F(s)| =

oS A M
/ e‘“f(t)dt‘ = | lim / e St f(t)dt| <
0 A—o0 Jo S
F(s) ludn 13 hitu han, tic 13 F(s) ton tai véi moi s > o = dpcm.
e Hé qua: Néu ham s f(t) thda man gia thiét ctia Dinh ly 1, thi

véi s > «. Khi dé:
«

lim F(s) =0.

§—00
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va phép bién déi ngudc

Il. Bién ddi Laplace ngudgc

1. Su duy nhét cha bién déi Laplace ngudc
e Dinh ly 2: Gia sit 2 ham s& f(t) va g(t) théa man cac gia thiét cta Dinh Iy 1 d& tdn tai
F(s) = 2{f(t)}(s) va G(s) = ZL{g(t)}(s). Khi dé: Néu
F(s) = G(s) véi moi s > «a,
trong dé a 13 hing sb trong Dinh ly 1, thi
f(t) = g(t) tai nhitng gi4 tri ca t ma ca 2 ham sb lién tuc.
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va phép bién déi ngudc

Il. Bién ddi Laplace ngudgc
1. Su duy nhét cha bién déi Laplace ngudc
e Dinh ly 2: Gia sit 2 ham s& f(t) va g(t) théa man cac gia thiét cta Dinh Iy 1 d& tdn tai
F(s) = 2{f(t)}(s) va G(s) = ZL{g(t)}(s). Khi dé: Néu
F(s) = G(s) véi moi s > «a,
trong dé a 13 hing sb trong Dinh ly 1, thi
f(t) = g(t) tai nhitng gi4 tri ca t ma ca 2 ham sb lién tuc.
2. Dinh nghia: N&u F(s) = Z{f(t)}(s), thi ta néi f(t) 12 bién d8i Laplace ngugc ctia ham sé F(s)

va viét
f(t) =2 HF(s)}.
Vi du: a)$*1{2}2t3 b)f‘l{ ! }:e5t

s—5
L} — in 24 d) g—l{ } = cosh 3t
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va phép bién déi ngudc

Il. Bién ddi Laplace ngudgc

1. Su duy nhét cha bién déi Laplace ngudc
e Dinh ly 2: Gia sit 2 ham s& f(t) va g(t) théa man cac gia thiét cta Dinh Iy 1 d& tdn tai
F(s) = 2{f(t)}(s) va G(s) = ZL{g(t)}(s). Khi dé: Néu
F(s) = G(s) véi moi s > «a,
trong dé a 13 hing sb trong Dinh ly 1, thi
f(t) = g(t) tai nhitng gi4 tri ca t ma ca 2 ham sb lién tuc.
2. Dinh nghia: N&u F(s) = Z{f(t)}(s), thi ta néi f(t) 12 bién d8i Laplace ngugc ctia ham sé F(s)

va viét
f(t)=27HF(s)}.

Vi du: a) {%}—t?’ b)f‘l{%}:em

}:sin2t d)f_l{sg_g}:cosh?)t

{ s2+4
3. Tinh chit tuyén tinh: V6i moi hing sb o, 3 € R ta ludn cé:

L HaF(s) + BG(s)} = aZ HF(s)} + 3L HG(s)}.

52
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Bai 1: Phép bién déi Laplace va phép bién déi ngudc

Vi du: Tinh a)Z*I{Szgl} b)ﬁ’l{ﬁ}
IS O i
s T LT e B e
b) Ta c6 52—83—215 ~ (5-3)(s—5) :12<s—5 N 3—13)
ézil{m}:2<$71{s—5}7$71{3—3}) :2(6&76&)'
 3s—1 s 1 V5
c) Tacéd (

245 24 V5)2 \/552 + (V5)?
$$_1{§§;1}=3$71{ > }—1.,2”1{82\/5}—3cosft —mnxft.

5 s2 + (V/5)? 5 + (V5)? V5
-2 1 1
d) Tuong tu cu c), ta c6 £~ 1{ 28 +4 } —2cosh 2t + 3 sinh 2¢.
2 _
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Chuwong 3: PHUGNG PHAP BIEN DOI LAPLACE

Bai 2: BIEN DOI LAPLACE CUA DAO HAM, TiCH PHAN
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

I. Bién doi Laplace cia dao ham

1. Dinh nghia: Ham f(t) dugc goi |3 tron titng khiic trén [a, b] néu né kha vi trén [a,b] (trir ra mét
sb hitu han diém) va f’(t) lién tuc timg khiic trén [a, b].
2. Dinh Iy (Dao ham cAp 1): Néu ham f(t) théa man gia thiét
i) lién tuc va tron tiing khic trén [0, 00),
ii) 13 ham bi ch3n mii trén [0, 00), tifc 13 ton tai cic hing sb khéng am M va « sao cho
[f(t)] < Me**  véi moit >0,
thi ludn tén tai Z{f'(t)}(s) véi s > o va

L{f(O)}(s) = sL{f()}(s) = [(0).
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

I. Bién doi Laplace cia dao ham

1.

2.

Dinh nghia: Ham f(t) dugc goi 13 tron titng khic trén [a, b] néu né kha vi trén [a, b] (trir ra mét
s6 hitu han diém) va f'(t) lién tuc timg khic trén [a, b)].
Dinh ly (Dao ham cAp 1): Néu ham f(t) théa man gia thiét

i) lién tuc va tron ting khic trén [0, c0),

ii) 13 ham bi chin mii trén [0, 00), tic 13 ton tai cic hing sb khong am M va a sao cho

[f(t)] < Me**  véi moit >0,
thi ludn tén tai Z{f'(t)}(s) véi s > o va
L{f' (1)} (s) = sZL{f()}s) - £(0).
C/M: Ta c6:
oo o0 oo o0
LUPOYe) = [ era= [T et =) v [ e trwa ()
0 0 0

Theo gia thiét ii): et f(t)| < Me™5te® = Me= (5=t Wt > 0. Wi tlim et = 0 véi s > a
—00

= lim e *'f(t) = 0= efStf(t)‘Zo = —f(0) véi s > a.

t—o00
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

M3t khac: Theo Dinh Iy 1 (Bai 1), gia thiét cGia dinh Iy ndy suy ra ton tai Z{f(t)}(s) véi s > a, tic
la F'(s) = / e St f(t)dt = VP(x) = sF(s) — f(0) = dpcm.
0
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

M3t khac: Theo Dinh Iy 1 (Bai 1), gia thiét cGia dinh Iy ndy suy ra ton tai Z{f(t)}(s) véi s > a, tic
la F'(s) = / e St f(t)dt = VP(x) = sF(s) — f(0) = dpcm.
0
3. Hé qua (Dao ham clp cao): N&u cic ham f(t), f/(t),---, =D (t) thda man gia thiét
i) lién tuc va tron tung khic trén [0, c0),

ii) la ham bi chdn mi trén [0, c0),
thi ludn ton tai Z{f"(t)}(s) v6i s > a va

LD Os) =" ZLWHs) =7 F(0) =" 2(0) =+ = f7D0)
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

M3t khac: Theo Dinh Iy 1 (Bai 1), gia thiét cGia dinh Iy ndy suy ra ton tai Z{f(t)}(s) véi s > a, tic
la F'(s) = / e St f(t)dt = VP(x) = sF(s) — f(0) = dpcm.
0
3. Hé qua (Dao ham clp cao): N&u cic ham f(t), f/(t),---, =D (t) thda man gia thiét
i) lién tuc va tron tung khic trén [0, c0),

ii) la ham bi chdn mi trén [0, c0),
thi ludn ton tai Z{f" (t)}(s) véi s > a va

L ()Hs) = s"L{f () Hs) = 5" f(0) = 82 f(0) — - = fUH(0).
C/M: Ta st dung lap luin quy nap toén hoc. Dau tién, n = 1 cdng thic trén diing (chdng minh
trén).
e Gia s né ding cho n = k, tic 13
L{fP ()} (s) = s*L{F()}(s) = 571 f(0) = 572 f/(0) — -~ = fF=D(0) (1),
e Ta ching minh né ciing ding cho n = k + 1, tic la
L{FE ()} (s) = P L{f()}(s) = sFF(0) = 8571 f/(0) —--- = fFI(0)  (2).

That véy, dit g(t) = F®(1)
= VT(2) = Z{g' (t)}(s) = sG(s) — g(0) = sL{fP(t)}(s) — f*)(0) = VP(2) do (1).
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

1. M6t sb ap dung dbi véi bién déi Laplace chia dao ham

1. Ap dung vao giai bai toan vdi gia tri ban dau
e Vi du: Gidi cic PT, HPT véi gia tri ban dau sau day:
a) ¢’ +4x =sin3t, z(0)=2'(0) =0.
b) 2 — 5z’ 4+ 6x =3, x(0)=2'(0)=0.
+2y +2=0, x(0)=0,
9 {x’—y’+y=07 y(0) = 1.

o

) 2 +2x+4y =0, =z(0)=y(0)=0,
=4'(0) = —1.

{y”+x+2y0, 2'(0) 0
{x”+3xy0, z(0) = y(0) =

) =0,
e
) y' —2x+ 2y =40sin3t, 2'(0) =¢'(0) =0.
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

1. M6t sb ap dung dbi véi bién déi Laplace chia dao ham

1. Ap dung vao giai bai toan vdi gia tri ban dau
e Vi du: Gidi cic PT, HPT véi gia tri ban dau sau day:
a) ¢’ +4x =sin3t, z(0)=2'(0) =0.
b) 2 — 5z’ 4+ 6x =3, x(0)=2'(0)=0.
0 +2y +2=0, x(0)=0,
o —y +y=0, y(0)=1
) 2’ +2x+4y =0, z(0)=y(0)
y'+a+2y=0, 2'(0)=y'(0)
) 2/ +3x—y=0, z(0)=y(0)=0,
y' —2x+ 2y =40sin3t, 2'(0) =¢'(0) =0.
e Cach giai:
» B1: Dit F(s) = .2{f(t)}(s). Bién d6i Laplace 2 v& két hop st dung céng thiic bién dai
Laplace clia dao ham va diéu kién ban dau dé tinh F(s).
» B2: St dung bién ddi Laplace ngugc dé tim ra nghiém f(¢).

0,
-1
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

Giai: a) Dat X (s) = Z{x(t)}(s), bién di Laplace 2 v& ta cé:
L{x" (t)}(s) + 4L{x(t)}(s) = ZL{sin3t}(s)

& 52X (s) — sz(0) — 2/(0) + 4X(s) =

3 s2+9
S X(s)=—o >
(5) (s2+4)(s2 +9)
3, 1 1 3 9 1 3
T /:X :7(7—7>:— — —.
20 X =371 F9) "0 F® 5L

3 "0 2 1. 3 3 1.
:>Z'(t)zﬁg {524—722}_59% {82+32}:E8m2t—gsm3t
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

Giai: a) Dat X (s) = Z{x(t)}(s), bién di Laplace 2 v& ta cé:
L{z"(t)}(s) + 4.L{x(t)}(s) = L{sin3t}(s)

& 52X (s) — sz(0) — 2/(0) + 4X(s) =

) P
# X = e
Ta c6: X(s) = 3(5214 - ﬁ) - %' 2i22 _%'52—?;32
==t = %"g {oio)- %‘zil{szi?ﬁ} 130 sin 2t - %Smgt
¢) D3t X (s) = L{x(t)}(s) va Y(s) = L{y(t)}(s), bién déi Laplace 2 v ta cé:
L{' ()} (s) + 22{y (1) }(s) + L{x(t) }( )
L{a'(t)}

( s
(s) = ZL{y' )}(s) + L{y(t)}(s) =
(

- {8X(S)—$(0)+2(SY s) —y(0)) + X(s) =0 - {(s+1) (s) +2sY(s) =
sX(s) — 2(0) — (sY(s) —y(0)) +Y(s) =0 sX(s) = (s —1)Y ()=—1

SAMI (HUST) -



Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

. . . [aX +by = )
Cin nhé: Gidi HPT bic nhit 2 &n % T © . Trong trudng hop HPT c6 nghiém duy nhét thi
dX+VY =¢
D,
X ==
A s , a b c b a c s,
nghiém 13 v £ trong dé6 D = e D, = it D, = o O Khi dé:
D
X(s)eoo2 2 Y 2 _UVs
352 — 1 3's2—-1/3 V3 52— (1//3)2
Y<8)23s+1:s+§: s L V3
352 -1 52—% —(1//3)2 V3s2— (1/\[)

1
y(t) = cosh —t + — sinh —t.

V3 V3 V3
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

d) Dit X(s) = .2{x(t)}(s) va Y(s) = Z{y(t)}(s), bién d8i Laplace 2 vé ta cé:

{Z{x“(t)}(S) +22{x(t)}(s) + 4${y(t)}(5)
L{y" ()} (s) + L{x(t)}(s) + 22Z{y(t)}(s) =

{SQX(S) —sz(0) —2'(0) + 2X(s) +4Y (s) =0
s2Y (s) — sy(0) — y'(0) + X (s) +2Y(s) =0
s2 -2
{(52 +2)X(s)+4Y(s) = —1 - X(s) = T 2(s2 1 4)
X(s) + (s> +2)¥ (s) = -1 ()= -t
s2(s2 +4)
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

d) Dit X(s) = .2{x(t)}(s) va Y(s) = Z{y(t)}(s), bién d8i Laplace 2 vé ta cé:

{Z{x“(t)}(S) +22{x(t)}(s) + 4${y(t)}(5)
L{y" ()} (s) + L{x(t)}(s) + 22Z{y(t)}(s) =

o {SQX(S) —sz(0) —2'(0) + 2X(s) + 4Y(5)7 0

s2Y (s) — sy(0) — 4/ (0) + X (s) +2Y(s) =0

52 —2
{(52 +2)X(s) +4Y(s) = =1 {X(S) Y]
-1

X(s)+ (s + 2V (s) = Y(s) = - L

s2(s2 4 4)
A B 1 3 c 1 3
DSt X(s)= 24— s A== B=-"aY(s)= = 4 —— __tp__3
HRXG) =Gtz 74 WY =g+ z =071 1

_Zt — g sin 2t.

<

—~
~

~—
Il

11 3 2 1 3
X(s)=5.5— a(t) = ~t — Zsin2¢
Khi dé:{ 257 4352+222 :»{ 2, 4
Y(s) =

SAMI (HUST) - version 202




Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

2. Cac ky thuat bién déi bd sung
e Vi du: Chiing minh cac cbng thiic bién déi sau day:

a) Z{te"}(s) = ﬁ v6i a € R. Tong quat: L{t"e}(s) = (S_na!)nH
. 2ks s? — k?

b) L{tsinkt}(s) = ERWSE c) L{tcoskt}(s) = (DL
, 2ks s + k2

d) Z{tsinhkt}(s) = m e) Z{tcoshkt}(s) = m
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

2. Cac ky thuat bién déi bd sung
e Vi du: Chiing minh cac cbng thiic bién déi sau day:

a) Z{te"}(s) = ﬁ v6i a € R. Tong quat: L{t"e}(s) = (S_na!)nH
. 2ks s? — k?

b) L{tsinkt}(s) = ERWSE c) L{tcoskt}(s) = (DL
, 2ks s + k2

d) Z{tsinhkt}(s) = m e) Z{tcoshkt}(s) = m

e Cach giai:
» B1: Dit ham sb cin bién d8i 13 f(t) va tinh dao ham cip cao dén khi xubt hién lai ham
s6 ban dau f(¢) dé.
» B2: Ap dung bién déi Laplace 2 v& két hop cdng thiic bién déi Laplace clia dao ham dé
tinh F'(s).
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

2. Cac ky thuat bién déi bd sung
e Vi du: Chiing minh cac cbng thiic bién déi sau day:

a) Z{te"}(s) = ﬁ v6i a € R. Tong quat: L{t"e}(s) = (S_na!)nH
. 2ks s? — k?

b) L{tsinkt}(s) = ERWSE c) L{tcoskt}(s) = (DL
, 2ks s + k2

d) Z{tsinhkt}(s) = m e) Z{tcoshkt}(s) = m

e Cach giai:
» B1: Dit ham sb cin bién d8i 13 f(t) va tinh dao ham cip cao dén khi xubt hién lai ham
s6 ban dau f(t) dé.
» B2: Ap dung bién déi Laplace 2 v& két hop cdng thiic bién déi Laplace clia dao ham dé
tinh F'(s).
Gidi: a) Dat f(t) = te™ = f/(t) = e™ + ate® = e™ + af(t). Bién d8i Laplace 2 v& ta cé:

LU H) = L) 6) + aZ{F D} (5) & sE(5) — f(0) = —— +aF(s)
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

1 1 1
& (= )F(5) = o+ 1(0) = 7 & Fl9) =
. k!
e Gid s cong thiic ding dén n = k, tic 13 L{tFe?}(s) = oo
A AT k1 at (k+1)!
e Ta C/M céng thiic ciing ding cho n =k + 1, tdc 1a can C/M: Z{t"T1e}(s) = Gz
s—a

That vay: Dit g(t) = thtle® = ¢/(t) = (k + D)tFe® + atFtle® = (k + 1)t*e + ag(t).
Bién doi Laplace 2 vé ta c6:

L{g (O)}(s) = (k+ D)Z{t"e*}(s) + aL{g(t)}(s)

< sG(s) — f(0) = M +aG(s)
< (s—a)G(s) = m +9(0) & G(s) = (S(k_tb)lk)}& = dpcm.
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

1 1 1
& (= )F(5) = o+ 1(0) = 7 & Fl9) =
. k!
° Glé SL’I C6ng thirc dl’Jng dén n = k, tc la f{tkeat}(s) = m
A AT k1 at (k+1)!
e Ta C/M céng thiic ciing ding cho n =k + 1, tdc 1a can C/M: Z{t"T1e}(s) = Gz
s—a

That vay: Dit g(t) = thtle® = ¢/(t) = (k + D)tFe® + atFtle® = (k + 1)t*e + ag(t).
Bién doi Laplace 2 vé ta c6:

L{g (O)}(s) = (k+ D)Z{t"e*}(s) + aL{g(t)}(s)

k4 1))
o sG(s) — f(0) = (S(_Z)lkll +aGls)
k4 1)! k4 1))
< (s—a)G(s) = (s(—+a)1k)+1 +9(0) & G(s) = (S(ja)lk)JrQ = dpcm.
d) Cha y: (sinh kt)’ = (@)' — K cosh ki va (cosh kt)' = (M)/ — K sinh kt.
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

Dit f(t) = tsinhkt = f/(¢) = sinh kt + kt cosh kt
= f"(t) = k cosh kt 4+ k(cosh kt + kt sinh kt)

= 2k cosh kt + k2t sinh kt = 2k cosh kt + k2 f(t).

A A A 7
Bién doi Laplace 2 vé ta cé:

L{f" ()} (s) = 2kL{cosh kt}(s) + k2ZL{f(t)}(s)

& s2F(s) — sf(0) — f/(0) = Sffskz + k2F(s)
9 9 2ks 2ks
GNP = G T = (g

Vién Toan (ng dung va Tin hoc (DHBKHN)
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

D3t f(t) = tsinh kt = f/(t) = sinh kt + kt cosh kt

= f"(t) = k cosh kt 4+ k(cosh kt + kt sinh kt)
= 2k cosh kt + k2t sinh kt = 2k cosh kt + k2 f(t).
Bién di Laplace 2 vé ta cé:

L{f" ()} (s) = 2kL{cosh kt}(s) + k2ZL{f(t)}(s)

& s2F(s) — sf(0) — f/(0) = Sffskz + k2F(s)
9 9 2ks 2ks
GNP = G T = (g

I1l. Bién d8i Laplace cia tich phan
1. Dinh ly: N&u ham f(t) théa man gi thiét
i) lién tuc tung khic trén [0, c0),
ii) 13 ham bj chin mii trén [0, 00), tic 13 ton tai cic hing s6 khdng 4m M va a sao cho
lf(t)] < Me*t  véi moi t >0,
thi

,zﬂ{ /Ot f(r)dr}(s) - éf{f(t)}(s) - Fis) Vi s > a,

Vién Toan ng dung va Tin hoc (DHBKHN)




Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

tiic 13 zl{Fi‘s)}(t)/otf(r)dr tf’l{F(s)}(r)dr.

0
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

t t
tifc 13 7 @ :/ flr dr:/ L7HEF(s)

C/M: D3t g(t / f(r)dr. Vi gia thiét i) nén g(t) ciing 13 lién tuc timg khiic trén [0, 00). Theo gia
thiét ii) ta cé:

lg(t |</\f |dr<M/ ‘”dr—— —1) véimoi t >0

= ¢(t) cling 1a ham bi chdn mi trén [0 00). Khi dé:
f{g()}()—&f{g )—9(0)

= 2{f1) _sz /f dr z{/otf(r)dr}(s):if{f(t)}(s);»dpcm.
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Bai 2: Bién d6i Laplace ctia dao ham, tich phan

t t
tifc 13 7 @ :/ flr dr:/ L7HEF(s)

C/M: D3t g(t / f(r)dr. Vi gia thiét i) nén g(t) ciing 13 lién tuc timg khiic trén [0, 00). Theo gia
thiét ii) ta cé:

lg(t |</\f |dr<M/ ‘”dr—— —1) véimoi t >0

= ¢(t) cling 1a ham bi chdn mi trén [0 00). Khi dé:
f{g()}()—&f{g )—9(0)

= 2{f1) _sz /f dr z{/otf(r)dr}(s):if{f(t)}(s);»dpcm.

2. Vi du Tinh £~ 1{m}
se(s —

n Todn tng dung va Tin hoc (DHBKHN) SAMI (HUST) - version 202



Bai 2: Bién d6i Laplace cta dao ham, tich phan

tidc 13 zl /f drf/fl{F (r)dr
C/M: D3t g(t / f(r)dr. Vi gia thiét i) nén g(t) ciing 13 lién tuc timg khiic trén [0, 00). Theo gia
thiét ii) ta cé:

lg(t |</\f |dr<M/ ‘”dr—— —1) véimoi t >0

= ¢(t) cling 1a ham bi chdn mi trén [0 00). Khi dé:
f{g()}()—&f{g )—9(0)

= 2{f1) _sz /f dr z{/otf(r)dr}(s):if{f(t)}(s);»dpcm.

2. Vi du Tinh £~ 1{m}
se(s —

1 1 1 1 1
Gidi: D3t F(s) = — _ = plrp — (2023t _ 1) Th
81 Bt F(s) = "o 50937 ~ 203 (s — 2023 5) = LTHFE)} = 553 ). Thay

t 2023t
vao CT trén ta cé .,2”‘1{ L } _ 1 / (2023 _ 1) = e -1t .
s2(s — 2023) 2023 J, 20232 2023
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Chuwong 3: PHUGNG PHAP BIEN DOI LAPLACE

Bai 3: PHEP TINH TIEN VA PHAN THUC DGN GIAN

Vién Toan ng dung va Tin hoc (DHBKHN) SAMI (HUST) - version 2023



Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

I. Phép tinh tién cha bién déi Laplace

1. Dinh ly (Phép tinh tién): N&u ham F(s) = Z{f(t)}(s) ton tai v6i s > «, thi ton tai
L{e® f(t)}(s) ton tai véi s > a +a va

L{e" f(t)}(s) = F(s —a),
tie la L HF(s—a)} = e f(t).
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

I. Phép tinh tién cha bién déi Laplace

1. Dinh ly (Phép tinh tién): N&u ham F(s) = Z{f(t)}(s) ton tai v6i s > «, thi ton tai
L{e® f(t)}(s) ton tai véi s > a +a va

L{e" f()}(s) = F(s — a),
tie la L HF(s—a)} = e f(t).
C/M: Ta cé: F(s) =Z{f(t)}(s) = /0Oo e St f(t)dt, v6i s >
= F(s—a) z/ooe_(s_“)tf(t)dt, Vis—a>aes>a+ta
0

_ /0 T et (e f (1) dt = e F(1)}(s).
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

I. Phép tinh tién cha bién déi Laplace

1. Dinh ly (Phép tinh tién): N&u ham F(s) = Z{f(t)}(s) ton tai v6i s > «, thi ton tai
L{e® f(t)}(s) ton tai véi s > a +a va

L{e" f()}(s) = F(s — a),
tie la L HF(s—a)} = e f(t).
C/M: Ta cé: F(s) =Z{f(t)}(s) = /000 e St f(t)dt, v6i s >
= F(s—a) z/ooe_(s_“)tf(t)dt, vdis—a>ass>a+a
0

_ /0 T et (e f (1) dt = e F(1)}(s).

|
Vi du: a) ZL{e"t"}(s) = (s—nw véi s > a.
b).Z{e cos kt}(s) = (S_Sagﬁ Véi s > a.
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

k
-1 r 1 _ atg ol
). {(S_a)2+k2} e sinkt véi s > a.
d)f—l{L} = e sinh kt v6i s > |k| + a.
(s—apP =&

2. Ap dung: Tim céc bién d8i Laplace sau day:
a) Z{(e' +1)*}(s)
3t s m
b) f{e sin (t—|— 4)}(3)
c) ZL{e*(sin3t + 2cos3t)}(s)

Vién Toan ng dung va Tin hoc (DHBKHN)
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

k

C)gl{(s—a}€ + k2

—1 — at - 7
d).¥ {7(5 S kQ} e sinh kt véi s > |k| + a.

} e sin kt véi s > a.

2. Ap dung: Tim céc bién d8i Laplace sau day:
a) Z{(e' +1)*}(s)
b) f{ sin (t—|— Z)}( )
c) ZL{e*(sin3t + 2cos3t)}(s)

Gidi: a) F(s) = L{e*}(s) + 2.2{e't}(s) + L{12}(s) = S_LQ + ﬁ 4 533
b) F(s) = ?( {eSt Slnt} +${e3t cost}(s))

- V2 s—3 -~ V2 s—2

*7( T ) S e T
c) Tuong tu: F(s) = 3 to 5~ 2 21

(5-2219 “(5-2219 (5-22+9
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

X P
I1. Bién déi phan thic don gian )

Q(s)
< ~ , s ~ ~ A , , \ N P(S) ,
1. Quy tac 1 (Phén thdc don gian bac mét): Néu Q(s) c¢é chda (s —a)™, thi ta phin tich 6) chda
céc sb hang sau
Ay Ay Ay
s—a (s—a)2+”+(s—a)"
2. Quy téc 2 (Phan thic don gian bac hai): Néu Q(s) cé chita ((s — a)? +b%)", thi ta phan tich
P(s) chita c4c sb hang sau
Q(s) '
A15+B1 A25+B2 AnS+Bn
22 st T )
(s—a)*+b ((s —a)? +b?) ((s —a)* +?)

Vién Toan (ng dung va Tin hoc (DHBKHN)
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

X P
I1. Bién déi phan thic don gian )

Q(s)
< ~ , s ~ ~ A , , \ N P(S) ,
1. Quy tac 1 (Phén thdc don gian bac mét): Néu Q(s) c¢é chda (s —a)™, thi ta phin tich 6) chda
céc sb hang sau
Ay Ay Ay
s—a (s—a)2+”+(s—a)"
. Quy tdc 2 (Phan thic don gidn bac hai): Néu Q(s) ¢ chira ((s —a)? +b?)", thi ta phén tich
P(s) chita c4c sb hang sau
Q(s) '
A15+B1 A25+B2 AnS+Bn
2 L E N
(s—a)*+b ((s —a)? +b?) ((s —a)* +?)

Vi du: Tim céc bién d&i Laplace ngudc sau day:

2 2
1 s +1 } b ,1{ 5%+ 2s }
)L {83—282—88 )< s+ 55244
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

s2+1 A B C

20 2) Ta b Fls) — -4
Gidi: a) Ta cé: F(s) G- D(s12) s+s—4+s+2

S s?+1=A(s—4)(s+2)+ Bs(s+2)+ Cs(s — 4).

Ap dung Céch 1 (PP ddng nhit hé sé) hoic Cach 2 (Thay s =0, s =4, s = —2)

1 17 5
1 $A17§71§_ﬂ701_ﬁ- 5 1 117 5
khi ds: f(t) = —c2 by el by Dol oo et e
Hdo: f(t) = -3 Y s—4) T 1o s+2 § T4 T1a°
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

s2+1 A B C

20 2) Ta b Fls) — -4
Gidi: a) Ta cé: F(s) G- D(s12) s+s—4+s+2

S s?+1=A(s—4)(s+2)+ Bs(s+2)+ Cs(s — 4).

Ap dung Céch 1 (PP ddng nhit hé sé) hoic Cach 2 (Thay s =0, s =4, s = —2)

1 17 5
Khi dé: f(t) = —1;114{1}f£,§;—214{701_f4; Ez—l{ ! } = EN T B
' 8 52i2s 24 Asiif Csl—%—D s+2 8 24 120
b)Tacé:F(s):(82+1)(S2+4): 21 2
& s?+2s=(A+C)s>+ (B+ D)s?> +(4A+C)s+4B+ D
oS A= %B = —%,C = —g,D =3 (4p dung PP dbng nhit hé sb)

Khi d6: f(t) B gl{siil} B 3371{32:—1} B 2271{5214} + 2271{323—4}

= —cost — —sint — = cos 2t + — sin 2t.
3 3 3

DO QO

w
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

3. Ap dung giai PTVP tuyén tinh cip cao véi hé sb 1a hing sb6
e Vi du: Gidi cic PTVP vdi gié tri ban diu sau day:
a) J:" + 62’ + 34z = 30sin2t, «x(0) = 2'(0) = 0.
b) +w —62' =0, x(0)=0,2'(0) =2"(0) =1.
c) ) —z” — g —|—x—e2t z(0) = 2/(0) = 2(0) = 0.
d) ac(4 + 132" 4 362 = 0,
x(0) = 0,2/(0) = 2,2"(0) = 0,23 (0) = —13.
e) x

) 482" — 9 = 0,
f) 20 4 43;(4) 2" — 4z =sinh2t, 2 (0) =0 véi k =0,5.

(4
xg ) = 2'(0) = 0,2"(0) = ) (0) = 1.
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

3. Ap dung giai PTVP tuyén tinh cip cao véi hé sb 1a hing sb6
e Vi du: Gidi cic PTVP vdi gié tri ban diu sau day:
a) J:" + 62’ + 34z = 30sin2t, «x(0) = 2'(0) = 0.
b) +w —62' =0, x(0)=0,2'(0) =2"(0) =1.
c) ) —z” — g —|—ac—e2t z(0) = 2/(0) = 2(0) = 0.
d) :c(4 + 132" 4 362 = 0,
x(0) = 0,2/(0) = 2,2"(0) = 0,23 (0) = —13.
e) x

(4) 4 82 — 9g = 0,
z(0) = 2/(0) = 0,2 (0) = 3 (0) = 1.
f) 20 4 43;(4) 2" — 4z =sinh2t, 2 (0) =0 véi k =0,5.
e Cach giai:

» B1: Dit F(s) = Z{f(t)}(s). Bién déi Laplace 2 v& két hop véi cong thiic bién ddi
Laplace cia dao ham va sir dung diéu kién ban dau dé tinh F(s).

» B2: St dung quy tic bién déi phan thitc don gidn va phép tinh tién (ndu can) dé tim
Laplace ngugc, tic 1a tim ra nghiém f(¢).
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

Gidi: b) Dt X (s) = .Z{x(t)}(s), bién déi Laplace 2 v& ta cé:
L{a® (1)} (s )+${x"( )}(s) — 63{90 (t)}(s) =0

& (3 X(s) — s?2(0) — sz/( "(0)) + (s*X(s) — sz(0) —2/(0)) — 6(sX(s) —(0)) =0
@(33—1—52—65)X(s)—3—2—0
o X(s) = s+2 _ s+2

s3+s2—6s s(s+3)(s—2)
B 1

c 1 P
at X (s) +1s 3 +1S — ) 31, 215, Ei o 2
Khi dé: — __— 1 -1 2 op—1 o D L3ty 22t
1dé:a(t) = —32 {s} i {s+3}+5‘$ {5—2} 3 ¢ T5°
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

Gidi: b) Dt X (s) = .Z{x(t)}(s), bién déi Laplace 2 v& ta cé:
L{a® (1)} (s )+=§f{x"( )}(s) — 63{90 (t)}(s) =0

& (3 X(s) — s?2(0) — sz/( "(0)) + (s*X(s) — sz(0) —2/(0)) — 6(sX(s) —(0)) =0
@(33—1—52—65)X(s)—3—2—0
s+2 s+2
& Xls) = S +s2—6s s(s+3)(s —2)
Dit X(s) = +853+%:>A——%,B:—%,C:§
1 1 1 1

e Lo,y 1 2, _ 3t 2 o
Khi do: z(t) = —3.2 {3} 57 {s+3}+5‘$ {5—2}__§_E6 Tt
e) Dat X (s) = Z{x(t)}(s), bién déi Laplace 2 vé ta c¢:

L{zW (1)} (s) +8L{a" (1)} (s) — 9.,%{:5( )}(8) =0

& (s*X(s) — s2(0) — s?2/(0) — sz” (0)) +8(s*X (s) — sz(0) —2'(0)) —9X(s) =0
(:)(54—1—852—9)X(s)—s—1:0
& X(s) = s+1 _ s+1 _ 1

s24+8s2—-9 (2-1)(s249) (s—1)(s*+9)
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian
A Bs+C 1 1

Dit X(s) =

:11 82+19:s IE’ _s_ 10 3
Khidé:x(t)z11092”_1{8_1}_10"%_1{824_9}_30"%_1{324—9}

1 1
= 1—Oet T cos 3t — 0 sin 3t.
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian
A Bs+C 1 1

Dit X(s) = ——— A=~ B—(C=
X)) =7+ 107 10

1 1 1 s 1 3
Khi dé: z(t —.,zﬂ ! - 7! - !
d&: a(t) = 0 {13—1} 10 {s2+9} 30 {32—1—9}
10 Ecos3t— %Sin?)t.
3. Cha y (Céc ky thuat bién déi b6 sung):
-1 s b
a) & {7@2 n k2)2} = thsmkt.
B 1
b) j l{m} 2k3 (Sln kt ktCOS kt)

Vién Toan ng dung va Tin hoc (DHBKHN)
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian
A Bs+C 1 1

Dit X(s) = ——— A=~ B—(C=
X)) =7+ 107 10

ot 0 ) 5 () )

1 1
— cos 3t — — sin 3t.

10 10 30
3. Cha y (Céc ky thuat bién déi b6 sung):
_ s 1, .
a) ,,S,ﬂ 1{m}:%t$nkt.

1
- L
b) Z { (52 + k2)2 } 2]€3 (Sln kt — kt cos kt)

C/M: Theo Bai 2, ta d3 chdng minh dugc

. 2ks . 2 — k2
f{tsmkt}(s) = m va g{tCOSkt}(S) = m
a) bpem & S R— .,2”{ tsmkt}( )= i,f{t sinkt}(s). Diéu nay 13 ding.
CENEE o o

SAMI (HUST) - version 2023
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

1
b) Dpcm < EFYEIE = .,2”{ 553 (sin kt — kt cos kt)}(s)
1
2k3.§f{5mkt}( s) — k2${tcos kt}(s)

1 k _ 1 52 — k2

C2k3 82+ k2 2k2 (82 + k2)2

1 1 5% — k? A

= ﬁ(ﬁ el T k2)2>' Diéu nay I3 dang.
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

1
b) Dpcm < EFYEIE = .,2”{ 553 (sin kt — kt cos kt)}(s)
1
2k3.§f{5mkt}( s) — kQ.i”{tcos kt}(s)

1 k _ 1 52 — k2

C2k3 82+ k2 2k2 (82 + k2)2

1 1 5% — k? A

= ﬁ(ﬁ el T k2)2>' Diéu nay I3 dang.

Vi du: Gidi cdc PTVP sau:
a) ¢ 4+ 9z =2sin3t, x(0)=2'(0) =0.
b) =) 4 22" 4 2 = 4te!, x(0) = 2/(0) = 2”(0) = 23 (0) = 0.

Vién Toan ng dung va Tin hoc (DHBKHN)
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Bai 3: Phép tinh tién va phan thdc don gian

i = gt}

L osinkt)(s) - 1192 LAt cos kt}(s)

2k3
_LL_Lﬂ
C2k3 82+ k2 2k2 (82 + k2)2

1 1 5% — k? A
= ﬁ(ﬁ el & +k2)2>' Diéu nay I3 dang.

Vi du: Gidi cdc PTVP sau:
a) ¢ 4+ 9z =2sin3t, x(0)=2'(0) =0.
b) =) + 22" 4+ x = 4tet, x(0) = 2/(0) = 2 (0) = 23 (0) = 0.

. : P 1 1
Goi y: a) Bien doi Laplace 2 ve tinh dugc X(s) = —5——= = z(t) = 9 sin 3t — gt cos 3t.

. D& tinh nghiém x(t), Cach 1: Phan tich

b) Bién ddi Laplace 2 vé tinh ducc X (s) = CESVCESE
s — S

A B D Es+F
X(s) = p— + EEL + i‘; 1 . + (328-?1)2 hodc Cach 2: Sit dung cbng thirc tich chip bai sau.
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Chuwong 3: PHUGNG PHAP BIEN DOI LAPLACE

Bai 4:
DAO HAM, TiCH PHAN VA TiCH CUA CAC PHEP BIEN DOI
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

I. Tich chap cta hai ham sb

1. Dinh nghia: Tich chap cia hai ham s& f(t) va g(t), xac dinh trén [0, 00) va lién tuc titng khiic
trén méi doan hitu han, dugc ky hidu la (f * )( ) hodc f(¢) * g(t) va dugc xac dinh béi

f
/ flrg(t dr, véit>0.
Cha y: Tich chap cé tinh chit giao hoan f(t) * ( ) =g(t) = f(¢).
Vi du: a) sint * cost b) ¢ * et c)t? x cost.
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

I. Tich chap cta hai ham sb

1. Dinh nghia: Tich chap cia hai ham s& f(t) va g(t), xac dinh trén [0, 00) va lién tuc titng khiic
(f =

trén moi doan hitu han, dugc ky hiéu la (f
/ flrg(t dr, véit>0.
Chii y: Tich chp c6 tinh chit giao hoan f

Vi du: a) sint * cost b) ¢ * et c)t? x cost.
Gidi: a) Ta cé:

¢ ¢
1
sint % cost = / sinr cos(t — r)dr = 3 / (sint + sin(2r —t))dr
0

t t

1 1 1
= 7((sint).r‘ — —cos(2r — t)‘ ) = —tsint.
2 2 2

0 0

Vién Toan (ng dung va Tin hoc (DHBKHN)

(t) * ( ) =9(t) x f(1).

)( ) hodc f(t) * g(t) va dugc x4c dinh bdi
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

I. Tich chap cta hai ham sb

1. Dinh nghia: Tich chap cia hai ham s& f(t) va g(t), xac dinh trén [0, 00) va lién tuc titng khiic
trén méi doan hitu han, dugc ky hidu la (f * )( ) hodc f(¢) * g(t) va dugc xac dinh béi

f
/ flrg(t dr, véit>0.
Chd y: Tich chap c6 tinh chit giao hodn f(t) * ( ) =g(t) = f(¢).

Vi du: a) sint * cost b) ¢ * et c)t? x cost.
Gidi: a) Ta cé:

¢ ¢
1
sint % cost = / sinr cos(t — r)dr = 3 / (sint + sin(2r —t))dr
0

1
= —((si t.‘
2((s1n)r0 .

2. Dinh ly (Bién déi Laplace cia tich chap): Néu cac ham f(t) va g(t) théa man gia thiét
i) lién tuc tirng khic trén mdi doan hitu han cla [0, ),
ii) 13 ham bj chin mi trén [0, 00),

to1 t 1
— —cos(2r — t)‘ ) = —tsint.
2 2
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

thi | L) * g(t)}(s) = L{f(t)}(s)-L{g(t)}(s) = F(s).G(s),
tic 13
LHF(s).G(s)} = f(t) * g(t).
. _ 2 _ 1
Vi dy: a) 2 1{(3—1)(52+4)} b)Z 1{5(52+4s+5)}'
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

thi | L{f @) * g()}(s) = Z{F ()} (s)-L{g(t)}(s) = F(5).G(s),
tic la
LTHF(s).G(s)} = f(t) *g(t).
oo _ 2
Vi du: a) & 1{(3—1)(52+71)} b) £~ { +4s+5 3 1
~ 2 12 F(s)=—— f(t) = et
Gidi: a) & 1{4@_1)(827_&_4)}*2 {s—l 52+4}é (o) = 214 = o(t) = sin 2t
o P 2, 2 1
Khi dé: .& {m} =ft)xgt)=---= £¢ = 5005215— 3sm2t.
b)
P 1 _ gyl 1 F(s) = i ft) =1
{5(32+4s—|—5)}_ {g's2—i-4=s—i-5}:> G(s) = 1 - g(t) = e %tsint.
) L s24+4s+5
Khi dé: .£~1 {m} f@)xgt)y=---= E 56_% cost — —e **sint.
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich cha céc bién d6i

I1. Dao ham, tich phan cta bién ddi Laplace
1. Dinh Iy 1: (Dao ham cla bién déi Laplace)
Néu ham f(t) thdéa man gia thiét
i) lién tuc tiing khic trén [0, 00),
ii) 13 ham bi ch3n mii trén [0, 00), tic |3 tdn tai cic hing sb khéng 4m M va a sao cho
lf(t)] < Me*t  véi moi t >0,
thi

F/(s) = ~2{tf (1) (s), titc 1a 27 {F(5)} = — £ 7{F (5))

va téng quat
FO)(s) = (12 {7 F() o), the 1o 2 (F ()} = D o1 {p )
véi s > ava F(s) = Z{f(t)}(s).
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich cha céc bién d6i

I1. Dao ham, tich phan cta bién ddi Laplace
1. Dinh Iy 1: (Dao ham cla bién déi Laplace)
Néu ham f(t) thdéa man gia thiét
i) lién tuc tiing khic trén [0, 00),
ii) 13 ham bi ch3n mii trén [0, 00), tic |3 tdn tai cic hing sb khéng 4m M va a sao cho
lf(t)] < Me*t  véi moi t >0,
thi

F/(s) = ~2{tf (1) (s), titc 1a 27 {F(5)} = — £ 7{F (5))

va téng quat
FO)(s) = (12 {7 F() o), the 1o 2 (F ()} = D o1 {p )
véi s > ava F(s) = foif(t)}(s)

C/M: Ta c6 F(s) :/0 e F(t)dt = F'(s) = % /OOO e F(t)dt = /Ooo %(e‘“f(t))dt

- _ /°° et (tf(t))dt = —Z{tf(t)}(s). Tuong tu chiing minh cho F(™(s).
0
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich cha céc bién d6i

Vi du: a) £ {t? cos 2t} b) £ {t?sin kt} c) L{te tsin®t}.

Gidi: a) Dat F(s) = L{cos2t}(s) = 2j_4 = F"(s) = (—1)22{t? cos 2t} (s)
s
9 . 25% — 24s . .
= Z{t* cos2t}(s) = F"(s) = T rap Tuong tu cho ciu b) va ¢).

Vién Toan ng dung va Tin hoc (DHBKHN) SAMI (HUST) - version 2023



Bai 4: Dao ham, tich phan va tich cha céc bién d6i

Vi du: a) £ {t? cos 2t} b) £ {t?sin kt} c) L{te tsin®t}.

Giai: a) D3t F(s) = ZL{cos2t}(s) = j_4 = F"(s) = (—1)2.2{t* cos 2t} (s)
= L{t?cos2t}(s) = F"(s) = % Tuong tu cho ciu b) va c).

2. Mbét sb bai toan ap dung
e Vi dy 1: (Gidi PTVP tuyén tinh thudn nht cip 2 véi hé sb 1a ham sb)

a) te’" + (t—2)2’ +2 =0, =z(0)=0.
b) tz’ + (3t —1)a’ + 32z =0, =z(0)=0
c) x”—i—?(t— 12’ — 22 =0, z(0)=0.
d) tz” + (4t —3)z' +42 =0, =z(0)=0
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich cha céc bién d6i

Vi du: a) £ {t? cos 2t} b) £ {t?sin kt} c) L{te tsin®t}.

Gidi: a) Dat F(s) = L{cos2t}(s) = 2j_4 = F"(s) = (—1)22{t? cos 2t} (s)
s
9 . 25% — 24s . .
= Z{t* cos2t}(s) = F"(s) = T rap Tuong tu cho ciu b) va ¢).

2. Mbét sb bai toan ap dung
e Vi dy 1: (Gidi PTVP tuyén tinh thudn nht cip 2 véi hé sb 1a ham sb)

a) te’" + (t—2)2’ +2 =0, =z(0)=0.

b) tz’ + (3t —1)a’ + 32z =0, =z(0)=0
c) ta" +2(t — 1)’ — 22 =0, x(0)=0.
d) ta" + (44 —3)a’ +4x =0, 2(0)=0

Giai: b) Bién déi Laplace 2 vé ta c6:
Lt (0} (s) + 3L{ta (O)}s) - LA (O}s) + 3L LD} ) =0 (+)

Dit X(s) = Z{x(t)}(s), ta cé:
LA (t)}Hs) = sX(s) —z(0) = sX(s) = L{ta'(t)}(s) = —(SX(S)), =—-X(s) —sX'(s)
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich cha céc bién d6i

va {2 (t)}(s) = s> X (s) — sz(0) — 2/(0) = ;92X(s) —2'(0)
= 2{tz" (t)}(s) = —(s*X (s) — 2/(0)) = —2sX(s) — s*X'(s).
Thay vao (x) ta cé:
—25X(s) — s X'(s) +3( — X(s) — sX'(s)) — s
& (52 +35)X'(s) +35X(s) =0 (s +3)X'(s) +3X(s) = 0.

PT trén 1a PT phan ly bién sb, ta tinh dugc nghiém X (s) = 51 3P véi C #0
S
2!
Khi dé: Nghiém ctia phuong trinh d3 cho 13 z(f) = %g—l{ T 3)3} — Ke 342
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich cha céc bién d6i

va {2 (t)}(s) = s> X (s) — sz(0) — 2/(0) = ;92X(s) —2'(0)
= 2{tz" (t)}(s) = —(s*X (s) — 2/(0)) = —2sX(s) — s*X'(s).
Thay vao (x) ta cé:
—25X(s) — s?X'(s) +3( — X(s) — sX'(s)) — sX(s)
& (52 +35)X'(s) +35X(s) =0 (s +3)X'(s) +3X(s) = 0.

PT trén 1a PT phan ly bién sb, ta tinh dugc nghiém X (s) = 51 3P véi C #0
S
C 2!
Khi dé: Nghiém ctia phuong trinh d3 cho 13 z(f) = 53—1{ T 3)3} — Ke 342
e Vidu 2: Tim céc bién déi Laplace nguoc sau day:
1 1
a).,i”_l{ arctan ;} b).i”_l{arccot;}
2
%% {ln52+4} d).¢ {arctan8+2}.

Vién Toan ng dung va Tin hoc (DHBKHN) SAMI (HUST) - version 2023



Bai 4: Dao ham, tich phan va tich cha céc bién d6i

va {2 (t)}(s) = s> X (s) — sz(0) — 2/(0) = ;92X(s) —2'(0)
= 2{tz" (t)}(s) = —(s*X (s) — 2/(0)) = —2sX(s) — s*X'(s).
Thay vao (x) ta cé:
—25X(s) — s?X'(s) +3( — X(s) — sX'(s)) — sX(s)
& (52 +35)X'(s) +35X(s) =0 (s +3)X'(s) +3X(s) = 0.
PT trén 1a PT phan ly bién sb, ta tinh dugc nghiém X (s) =

¢
2

Khi dé: Nghiém cla phuong trinh da cho la z(t) =

=

e Vidu 2: Tim céc bién déi Laplace nguoc sau day:
1 1
a).,i”_l{ arctan ;} b).i”_l{arccot;}

s2+1} 3 }
a2l

s24+4
= In(s®> 4+ 1) — In(s? + 4) ta cé:

c)_gf*l{ln d).,%*l{arctans
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

__1 1o __1 1 2s _ 2s _2 _
[0 =2 @) =2 Gy~ m ) = g Cos2t—cost)
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

__1 1o __1 1 2s _ 2s _2 _
[0 =2 @) =2 Gy~ m ) = g Cos2t—cost)

3. Dinh Iy 2: (Tich phan cia bién déi Laplace)

Néu ham f(t) thda man gia thiét

t
i) lién tuc ting khic trén [0, 00) va 3 lim /)
t—0+ ¢t

ii) 13 ham bj ch3n mii trén [0, 00), tifc 13 ton tai cic hing sb khéng dm M va « sao cho
If(t)] < Me**  véi moit >0,
thi t N N
ff{&}(s) - / F(\)dA, thc 13 () = tff—l{/ F()\)d)\}

t
véi s > ava F(s) = Z{f(t)}(s).
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

__1 1o __1 1 2s 2s 2 _
[0 =2 @) =2 Gy~ m ) = g Cos2t—cost)

3. Dinh Iy 2: (Tich phan cia bién déi Laplace)
Néu ham f(t) thda man gia thiét

t
i) lién tuc ting khic trén [0, 00) va 3 lim /)
t—0+ ¢t

ii) 13 ham bj ch3n mii trén [0, 00), tifc 13 ton tai cic hing sb khéng dm M va « sao cho
If(t)] < Me**  véi moit >0,

ff{@}(s) :/SOC F(\)dA, tdc 13 f(t) :tff‘l{/jc F()\)d)\}
véi s > ava F(s) = Z{f(t)}(s)

thi

C/M: Tac6 T = / F(A)d\ = / / *Mf(t)dt>d)\. Dai thit tu tich phan ta cé:
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

- | ([ ewan)a= - / 0 (: Mo) i
s A=s
__ /OOO 70 (0~ e;“) dt = /Ooo e*sf@dt e {@} (5).

o (8] {282 )
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

- | ([ ewan)a= - / 0 (: Mo) i
s A=s
__ /OOO 70 (0~ e;“) dt = /Ooo e*sf@dt e {@} (5).

o (8] {18 (2
1

Gidi: a) Ta c6 F(s) = Z{sinht}(s) = (DK s > 1). Khi dé:

g{Siiht}(s):/ A)dA = / ALl

1 °°< ) 1 -1
== — — — )dr=-In
2/5 A—1 A+l 2 |A+1|
1/ .. |A — > -1 1, s+1
2(ALH$OHA+1 |s+1 11 2 s-197”
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

I1l. Bién déi Laplace ctia ham lién tuc titng khiic

1. Dinh nghia: Ham bic thang (Heaviside) tai t = a dugc ky hiéu 1a u,(t) va dudc x4c dinh bdi
{O néut<a

. ,  hoac ta ciin viét u, (t) = u(t — a).
| nut>a g a(t) = u(t —a)
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

I1l. Bién déi Laplace ctia ham lién tuc titng khiic

1. Dinh nghia: Ham bic thang (Heaviside) tai t = a dugc ky hiéu 1a u,(t) va dudc x4c dinh bdi
{O néut<a

. ,  hoac ta ciin viét u, (t) = u(t — a).
| nut>a g a(t) = u(t —a)

2. Dinh ly: Néu F(s) = Z{f(t)}(s) ton tai véi moi s > a, thi Z{u(t — a)f(t —a)}(s) tdn tai véi
moi s > a4+ a va
Z{u(t —a)f(t —a)}(s) = e *F(s),
tiic 13
u(t—a)f(t—a)=2""{e *F(s)}.
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

I1l. Bién déi Laplace ctia ham lién tuc titng khiic

1. Dinh nghia: Ham bic thang (Heaviside) tai t = a dugc ky hiéu 1a u,(t) va dudc x4c dinh bdi
{O néut<a

. ,  hoac ta ciin viét u, (t) = u(t — a).
| nut>a g a(t) = u(t —a)

2. Dinh ly: Néu F(s) = Z{f(t)}(s) ton tai véi moi s > a, thi Z{u(t — a)f(t —a)}(s) tdn tai véi
moi s > a4+ a va

L{u(t —a)f(t - a)}(s) = e **F(s),

tic la
u(t—a)f(t—a)=2""{e *F(s)}.

C/M: Ta c6 VT=e % F(s) = eﬂw/ e A fF(N)dA = / e ST F(N)dA.
0 0

0 néut<a

Détt:/\+a:>VT:/ -
f(t—a) néut>a.

a

e ' f(t — a)dt. Ta thiy: u(t —a)f(t — a) = {
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

= VT= /OO e u(t —a)f(t — a)dt = /000 e *tu(t —a)f(t —a)dt = L{ut —a) f(t — a) }(s).
Vi du: Tim .Z{g(t)}(s) biét

0 0<t<2r t, 0<t<1
a)g(t) =< . b)g(t)=<" -
)9(t) {cos?t7 t>2mw J9(t) {O, t>1
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

= VT= /OO e u(t —a)f(t — a)dt = /000 e *tu(t —a)f(t —a)dt = L{ut —a) f(t — a) }(s).
Vi du: Tim .Z{g(t)}(s) biét

0 0<t<2r t, 0<t<1
a)g(t) =< . b)g(t)=<" -
)9(t) {cos?t7 t>2mw J9(t) {O, t>1

Gidi: a) Ta ¢6: g(t) = u(t — 2m) cos 2t = u(t — 2m) cos 2(t — 27).
Khi dé: Z{g(t)}(s) = L{u(t — 2r) cos 2(t — 2m) }(s) = e 2™ L{cos 2t}(s) = e~ 275,

s2+4
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

= VT= /OO e u(t —a)f(t — a)dt = /000 e *tu(t —a)f(t —a)dt = L{ut —a) f(t — a) }(s).
Vi du: Tim .Z{g(t)}(s) biét

0 0<t<2r t, 0<t<1
a)g(t) =< . b)g(t)=<" -
)9(t) {cos?t t>2mw J9(t) {O, t>1

Gidi: a) Ta ¢6: g(t) = u(t — 2m) cos 2t = u(t — 2m) cos 2(t — 27).
Khi dé: Z{g(t)}(s) = L{u(t — 2r) cos 2(t — 2m) }(s) = e 2™ L{cos 2t}(s) = e~ 275,
(

(t
b) Ta cé: g(t) = (1 —u(t — 1))t =t — tu(t — 1).
Khi d6: Z{g(t)}(s) = Z{t}(s) — L{ult — 1}(s)

L Pult = 1) - D)) — L{utt - D1}
- i —e 2t s) - e‘if{ms% —e (Gt 1) _loestl)

s
s2+4
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

3. Ap dung giai bai toan gia tri ban dau: Giai cic PTVP

2" +9x = f(¢) .. 1, 0<t<w
2) {x(O):x’(O):O vai J(t) = {0, t> .

a4+ 22" + 5z = f(t) .. _ J20cost, 0<t<2r
) {:c(()) — 2(0)=0 Vi f(t) = {0, t> o

' +x=f(t) .. o 0<t<1
©) {x(O) —2/(0) =0 Vi f(t) = {07 t>1.
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Bai 4: Dao ham, tich phan va tich clia cic phép bién dai

3. Ap dung giai bai toan gia tri ban dau: Giai cic PTVP

2" +9x = f(¢) 1, 0<t<w
2) {x(O) —2/(0)=0 vai J(t) = {0, t> .

a4+ 22" + 5z = f(t) 20cost, 0<t<2rm
b) {:c(()) — 2(0) = 0 vai 1) {0, ¢ > o,

' +x=f(t) .. o 0<t<1
©) {x(O):x’(O):O v f(t)_{a t>1.

Gidi: a) Ta thly: f(t) =1 — u(t — ). Bién déi Laplace 2 vé& ta dugc
L{a" ()} (s) + 9L{x(t)}(s) = 3{1}(8) — Z{u(t —7).1}(s)

2 / 1 _ 1 —Ts 1
@le(s)—sa,‘EO)l—x(O) 9X(s) = f—e .f(i)X(s)—m—e ST
Dit F(s):m:§(g 82+9) LUF(s)} = (lfcos3t)

Khi dé: x(t) = f“l{F(S)} -5{ He ™ F (s )} = f(t) —ul(t —ff)f(t - ) .
= 5(1 — cos 3t) — §u(t —m)(1—cos3(t—m)) = 5(1 — cos 3t) — §u(t — ) (14 cos3t).
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Chiic cidc em hoc t6t!
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