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2.3. KY VONG, PHUGNG SAI CUA BIEN NGAU NHIEN 1

© 23.1 Ky vong
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Ky vong cia mgt bién ngau nhién 1
. . S&!ﬂl
Dinh nghia 5

Ky vong ciia bién ngdu nhién X, ky hi¢u 13 E(X) (hodc ux hodc don gidn 1a u), duge dinh nghia nhu sau:

(a) Néu X la bién ngau nhién rdi rac chi nhan hitu han cic gia tri khdc nhau v6i bang phan phéi xac suét
(1) thi

(b) Néu X la bién ngdu nhién r8i rac nhan mot s6 dém dugc cac gia tri khac nhau véi bang phan phdi xac
suat (2) thi

néu chudi vé phai hoi tu.
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Ky vong clia mot bién ngau nhién

Dinh nghia 5 (tiép theo)
(c) N&u X 13 bién nglu nhién lién tuc c6 ham mat dé xéc subt fx(z) thi

+oo

E(X)= /xfx(x)dx

—oo

néu tich phan v& phai héi tu.

l

sam

(10)
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Ky vong clia mot bién ngau nhién l

saw
Vi du 18
(a) Trong Vi du 5, X 1a bién ngdu nhién chi s6 bit bi 16i trong 4 bit dudc truyén di, theo (8), ky vong ctia
bién ngau nhién X 13
E(X) = (0 x 0,6561) + (1 x 0,2916) + (2 x 0,0486) + (3 x 0,0036) + (4 x 0,0001) = 0, 4.

(b) Trong Vi du 9, X 1a bién ngdu nhién chi s6 sin phdm duge sin xuét gitta hai lan diéu chinh, theo (9),
ky vong ctia bién ngiu nhien X 13

E(X) =0,001 x Y nx(0,999)" " = 1000.

n=1
(c) Trong Vi du 14, X la bién nglu nhién chi cudng do dong dién do dugc trén mot sgi day dong moéng,
theo (10), k¥ vong clia bién ngau nhién X 13

20 20

E(X)= /:vfx(x)d:c = /O7 05zdz = 10.
0

0

v
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Ky vong clia mot bién ngau nhién l

sam

@ Ky vong clia mét bién ng3u nhién r&i rac ¢6 hitu han phan ti 13 mét sb xac dinh, con véi bién ngiu nhién
r&i rac c6 v6 han dém dugc phan td hay bién ngdu nhién lién tuc thi chua chac da cé ky vong.

@ Ky vong clia mdt bién ngiu nhién rdi rac X 13 trung binh cé trong sb clia cic gi4 tri cé thé cé clia X, véi
trong sb bang xac suét.

Trong Vi du 18(a), mic dit X khéng nhan gid tri 13 0,4 nhung trung binh c6 trong sb ciia cic gia tri c6 thé
cé la 0,4.

@ Khai niém ky vong dugc dp dung réng r3i trong nhiéu linh vuc, vi du trong kinh doanh va quan Iy, ky vong
dugc tng dung dudi dang Igi nhuin ky vong hay doanh s6 ky vong.
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Ky vong ciia mét bién ngiu nhién ol

sam

Vi du 19

Xét trd chai tra 16i hai cau héi A va B, ngudi choi c6 quyén chon cau héi nao dé tra 16i dau tien. Cau héi A
dugc tra 16i ding véi xac suat 0,8 va khi d6 ngudi choi sé& duge thudng 100 USD, cau héi B dugc tra 16i ding
v6i x4c suat 0,6 va ngudi choi duge thudng 200 USD. Néu khong tra 13i ding 1an tht nhat sé khong dugc tra
15i lan tiép theo. Vay ngudi chai nén chon cau héi nao tra 16i dau tien dé tién thudng trung binh nhan duge
cao hon.
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Ky vong ciia mot bién ngau nhién tl
. . S&MI
Gidi.
@ Goi X 13 “sb tién thudng nhan dugc khi ngudi choi chon ciu hdi A tra I5i dau tién”. Bang phan phdi xac
subt cha X 13

X 0 100 | 300
P(X =) | 0,2 0,32 | 0,48

va E(X)=0x0,24100 x 0,32+ 300 x 0,48 = 176 USD.

@ Goi Y 13 “sb tién thudng nhan dugc khi ngudi choi chon ciu héi B trd 18i diu tién”. Bang phan phbi xac
suat cia Y 1a

Y 0 | 200 | 300
P(Y =w) | 0,4 ] 0,12 | 0,48

va E(Y)=0x0,4+ 200 x 0,12 4 300 x 0,48 = 168 USD.

@ Vay nén chon ciu hdi A tra 18i dau tién dé c6 kha n3ng nhan thudng cao hon.
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Ky vong ciia ham ciia mét bién ngau nhién tq
Dinh Iy 2

Cho X 1a mot bién ngAu nhién va g(.) 12 hAm mot bién thuc.

a) Néu X la bién ngau nhién rdi rac nhan mot s6 hitu han gié tri khac nhau v6i bang phan phéi xac suat
g g g
(1), thi

Eg(X)] = Zg(wi)pi- (11)

(b) Néu X Ila bién ngau nhién rdi rac nhan mot s6 dém dudc gid tri v6i bang phan phdi x4c suét (2), thi

oo

Elg(X)] =) g(z)pi, (12)

=1

néu chudi vé phai hai tu.
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Ky vong cia ham clia mét bién ngiu nhién el

Sé‘MI
Dinh Iy 2 (tiép theo)
(c) N&u X 13 bién nglu nhién lién tuc c6 ham mat d6 xac sudt fx(x) va g 1a ham sb lién tuc, thi
+oo
Blg()) = [ go)fx (@), (13)

néu tich phan v& phai hdi tu.

v

# Khi can tim E[g(X)] di véi bién ngiu nhién lién tuc, thi viéc tinh E[g(X)] truc tiép bing cach st dung Dinh
ly 2 s& d& dang hon viéc tim ham mat dé cha bién ngiu nhién Y = g(X) réi sau dé st dung dinh nghia clia ky
vong.
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Ky vong cia ham clia mét bién ngiu nhién el

sam

Vi du 20
(a) Trong Vi du 5, X la sb bit bi 16i trong bén bit duge truyen di, theo (11), ki vong ctia binh phuong s6
bit bi 161 1a
E(X?) =07 x0,6561 + 1 x 0,2916 + 2° x 0,0486 + 3° x 0,0036 + 4% x 0,0001 = 0, 52.
(b) Trong Vi du 14, X 14 cudng do dong dién duge do bang miliamp, theo (13), gia tri ky vong ctia cudng
do dong dién binh phuong la
20

20
E(X?) = / o* fx (z)de = / 0,052 dz = 133, 3333.
0

0
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Ky vong ciia ham ciia mét bién ngau nhién 1

sam

Vi du 21

St dung Dinh ly 2, tinh k¥ vong ctia bién ngdu nhién g(X) = 6X + 2 véi X 1a bién ngdu nhién trong Vi du 7 J

Gidi. St dung (11) va két qua cta Vi du 7,

Elg(X)] = E(6X +2) = (6 x 04+2) x 150 1 (6 142) x 2 4 (6 x 2+2) x =

203 203 406
1 2030
632X 456 = 06~
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Tinh chét coa ky vong 1

SA’“MI
Tinh chét 3 (Tinh chét tuyén tinh)

Néu a va b la cac hing s6 thi
E(aX +b) =aE(X) +b.

Hé qua 1

Néu c 12 mot hing s6 thi
(@) E(c)=c.
(b) E(cX) = cE(X).

Tinh chit 4 (Tinh chit cong tinh)

Cho X 14 mot bién ngdu nhién, h(z) va g(z) 1& cAc ham nhan gia tri thyc. Khi do,

Elg(X) £ h(X)] = E[g(X)] + E[R(X)]. (14)

v
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Tinh chét coa ky vong el
Vi dy 22

Stt dung Tinh chat 3, tinh k¥ vong ciia bién ngau nhién g(X) = 6X + 2 véi X 1a bién ngdu nhién trong Vi
du 8.

Gigi. St dung (8),

115 75 25 1
E(X)_Oxm+1xﬁ+2x@+3x@—0,5.

St dung Tinh chbt 3,

E(6X +2)=6E(X)+2=6x0,5+2=5.

Ké&t qua nay tuong tu nhu két qud di tinh trong Vi du 21.
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2.3. KY VONG, PHUGNG SAI CUA BIEN NGAU NHIEN 1

© 2.3.2 Phuang sai. Db léch chuan
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Phuong sai ctia bién ngiu nhién Y |
sl

sam

@ Ky vong clia mét bién ngBu nhién X phan anh gis tri trung tam cha phan phdi x4c suit cla bién ngu nhién.

@ Tuy nhién, ky vong khéng dua ra mét mé t3 ddy da vé& hinh dang cdia phan phdi. Trong Hinh 8, ta ¢ biéu
dd clia hai phan phi x4c sult rdi rac ¢ cling ky vong, 1 = 2, nhung khac nhau déng ké v& dé phan tan
clia cic quan sat clia chiing so véi gi4 tri trung binh. Cu thé, phan phdi & hinh (b) phan tin xung quanh gia
tri trung binh manh hon so véi phan phdi & hinh (a). Do d6, cdn xac dinh mic do phan tén clia cac gié tri
clia bién ngBu nhién xung quanh gia tri trung binh clia né.

m______________+

ﬁ
Q
2
G
=a

Hinh 8: Phan phdi ri rac véi ky vong b3ng nhau nhung dé phan tan khac nhau
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Phuang sai ciia bién ngiu nhién ul

Dinh nghia 6

Cho X 14 mot bién ngAu nhién c6 ky vong 14 E(X). Phuong sai ctia bién ngdu nhién X, ky higu la V(X)
hosic 0%, hosic don gian 1a o2, duge dinh nghia nhu sau:

V(X) = E[X — E(X)]°. (15)

#Vi X — E(X) 1a mot ham cta bién ngdu nhién X, nén tit Dinh nghia 6 va Dinh 1y 2 ta nhan dugc cac cong
thiic sau day:

(a) Néu X la bién ngdu nhién rdi rac nhan mot sd hitu han céc gia tri khac nhau v6i bang phan phéi xac
suét (1), thi

2
V(X) =" [z — E(X)]"pi. (16)
1=1
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Phuang sai ciia bién ngiu nhién

l

sam

(b) Né&u X I3 bién ngiu nhién rdi rac nhan mét sb dém

dugc gia tri v6i bang phan phdi xac subt (2), thi
[eo]
2
= [on ]"pn (17)
n=1
néu chudi v& phai hdi tu

(c) Néu X Ia bién ngau nhién lién tuc c6 ham mat dé xac suat fx(z),z € R, thi

—+o0

V(X) = / o — B(X)]* fx (2)da

—o0

néu tich phan v& phai hdi tu

(18)
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Phuang sai ciia bién ngiu nhién ul

sam

Dinh Iy 3

V(X) = B(X*) - [B(X)]. (19) |

Hé qua 2

(a) Néu X la bién ngiu nhién r3i rac c6 bang phan phdi xac suit (1), thi
n n 2
V(X) = fop, — (Zéﬂlpz) . (20)
i=1 =1
(b) Néu X la bién ngau nhién rdi rac c6 bang phan phdi xac suat (2), thi

V(X)= i TP — (i xnpn)2 (21)

néu cac chudi vé phai hoi tu.
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Phuong sai cia bién ngau nhién el
Hé qua 2 (tiép theo)

(c) Néu X la bién ngdu nhién lién tuc c6 ham mat do xac suat fx(z), = € R thi

+oo +oo 2
V(X) = /wax(x)dx—</fo(x)dx> (22)

— 00 — 00

néu céac tich phan vé phai hoi tu.

@ Phuong sai clia moi bién ngiu nhién ludn khéng am.

@ Phuong sai cing I8n thi d6 phan tan cic gia tri cla bién nglu nhién xung quanh gi tri trung binh clia né
cang Ién.

@ Khi phuong sai bing 0 thi bién ngu nhién nhan gis tri hing.
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Phuang sai ciia bién ngiu nhién ul

sam

Vi du 23
(a) Tinh phuong sai ctia bién ngiu nhién X chi sé bit bi 15i trong 4 bit dugc truyén di trong Vi du 5.
@ Theo (16), st dung két qua ctia Vi du 18(a), phuong sai ctia bién ngdu nhien X la

5
V(X) = (x:i—0,4)’p; = 0,36.
=l

@ Néu sit dung (20) va két qua ctia cac Vi du 18(a), 20(a) thi

V(X) = E(X?) — [E(X)]*=0,52 — (0,4)° =0, 36.
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Phuang sai ciia bién ngiu nhién

Vi du 23 (tiép theo)

(b) Tinh ky vong ctia bién nglu nhién X chi s6 do cudng d6 dong dién trong Vi du 14.
@ Theo (18) va sk dung k&t qua clia Vi du 18(b), phuong sai clia bién ngiu nhién X I3

20 20
V(X) = /(x —10)*fx (z)dz = /0, 05(x — 10)*dz = 33, 3333.
0 0

@ Néu sir dung (22) va két qua clia cac Vi du 18(b), 20(b),

V(X) = E(X?) — [E(X)]® = 133,3333 — (10)* = 33, 3333.

sam
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Phuong sai ctia bién ngiu nhién ey

sam
a)

@ Phuong sai clia bién ng3u nhién chinh I3 trung binh (c6 trong s6) cia binh phuong cac dé l&ch giita céc gia
tri ¢ thé c6 cha né so véi gia tri trung binh. N6 phan dnh mic dé phan tan cla cic gid tri cha bién ngau
nhién xung quanh gia tri trung tdm cla né la ky vong.

@ Trong k§ thuat phuong sai dic trung cho mic dé phan tin clia cic chi tiét gia cdng hay sai sb clia thiét bi.
Trong quan Iy va kinh doanh thi phuong sai dic trung cho muc d6 rdi ro cta cic quyét dinh va thay cho

“phuong sai’ ngudi ta thudng dung thuat ngit “d6 bién déng”. Nhu vay, phuong sai cang nhd thi chi tiét méy
c6 d6 chinh xac cang cao, phuong 4n diu tu cé db rii ro cang thip.

Vi du 24

Cho X4, Xp lan lugt 13 bién ngdu nhién chi s6 lugng 6 t6 duge sit dung cho muc dich kinh doanh chinh thic
trong mdi ngay lam viéc clia cong ty A vd B. Phan phéi xac suat ctia X4 va Xp (Hinh 8) tuong tng 1a

Xa 1] 2] 3 X5 01 1] 2] 3] 4
P(Xa) | 030403 P(Xp) | 02 [ 01 ]03]03]0,1

Cho nhan xét vé phuong sai ciia Xa va Xp.

v
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Phuaong sai chia bién ngau nhién tq
Gidi.

@ T sb liu phan phéi xac subt clia cic bién ngdu nhién X4 vd X5 ta tinh dugc
E(Xa)=1x0,3+2x0,44+3x0,3=2,0,
E(Xg)=0x0,241x0,44+2%x0,3+3x0,3+4x0,1=2,0

va
V(Xa)=(1-2)7x0,3+(2-2)°x0,4+(3-2)°x0,3=0,6,
V(XB)=(0-2°x0,2+(1-2°x0,1+(2-2)°x0,3
+(3-2)°x0,3+(4-2)?%%x0,1=1,6.
@ SuyraV(X4)=0,6<1,6=V(Xp).

@ Cic phuong sai ndy thé hién mic d6 phan tin cla cic gia tri cla bién ngiu nhién X4 vd X5 xung quanh
gid tri trung binh cla ching E(X4) = E(Xg) = 2,0 (Hinh 8(a) va Hinh 8(b)).
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Phuang sai ciia bién ngiu nhién tl

sam
Vi du 25
Theo théng ké viec mot ngudi My 25 tudi sé séng thém trén mot nam cé xac sudt 1a 0,992, con xac suat dé
ngudi d6 chét trong vong mot nam t6i 1a 0,008. Mot chuong trinh bao hiém dé nghi ngudi d6 béo hiém sinh

mang cho mot nam véi s6 tién chi tra 1000 USD, con tién déng 1a 10 USD. Hdi 1gi nhuan trung binh ciia
cong ty bao hiém nhan duge va phuong sai ciia 1¢i nhuan 1a bao nhiéu? Cho nhan xét?

Giai.

@ Goi X 13 Igi nhuin clia cdng ty bao hiém nhan dugc, X 13 bién ngu nhién rdi rac va Sx = {—990,10}.
Bang phan phbi xac suit cia X 13

X 990 | 10
P(X =) | 0,008 | 0,992

@ Suyra
E(X)=-990 x 0,008 4+ 10 x 0,992 = 2 USD.

Ta thiy Ioi nhuan trung binh bing 2 USD (mét sé duong) i vay cong ty bao hiém c6 thé lam 3n c6 I3i.
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Phuang sai ciia bién ngiu nhién ul

sam

o Vi
E(X?) = (—990) x 0,008 + (10)* x 0,992 = 7940.

Suy ra
V(X) = E(X?) — [BE(X)]* = 7940 — 4 = 7936.

A s a3 < L 2 g rm . .y
@ Diéu nay néi lén rang mi3c du kinh doanh bdo hiém cé I3i nhung rai ro kha 16n.
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Phuong sai cia ham ctia mét bién ngau nhién

Dinh ly 4

Cho X 1a mot bién ngau nhién va g(.) 1a ham s6 mot bién thue.

(a) Néu X la bién ngiu nhién r3i rac c6 bang phan phdi xac suit (1), thi
- 2
Vig(X)] =Y _{g(x:) — E[g(X)]1} ps.
i=1

(b) Néu X la bién ngau nhién rdi rac c6 bang phan phdi xac suat (2), thi

néu chudi vé phai hoi tu.

l

sam

(23)

(24)
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Phuong sai cia ham cia mot bién ngiu nhién 1

sam

Dinh Iy 4 (tiép theo)

(c) Néu X I3 bién ngiu nhién lién tuc c6 ham mat dé xac suit fx(z),z € R va g 13 ham s6 lién tuc, thi

+oo
Vig(X)] = / {9(@) - Elg(X)]}* fx (¢)da (25)

néu tich phan v& phai héi tu.
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Tinh chit clia phudng sai

Tinh ch4t 5

Néu a va b 13 cac hing sb thi
V(aX +b) =’V (X).

Hé qua 3

Néu c 1a mot hing sb thi
() V(eX) =V (X).
(b) V(c)=0.
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Db léch chuin a

Dinh nghia 7

Do lech chudn (standard deviation) ctia bién ngdu nhien X, ky hiéu 13 ox, dugc dinh nghia nhu sau:

ox = /V(X). (26)

# Khi can danh gia mitc d6 phan tan clia bién ngiu nhién theo don vi do clia né ngudi ta diing dé l&ch chuin wvi
dé léch chuin cé cung don vi do véi don vi do clia bién ngau nhién.

Vi du 26
Theo (26),
(a) Do lech chudn ciia bién ngiu nhién X trong Vi du 5 14 ox = /0,36 = 0, 6.
(b) Do léch chuan ciia bién ngiu nhién X trong Vi du 14 1a ox = /33,3333 ~ 5, 7735.
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2.3. KY VONG, PHUGNG SAI CUA BIEN NGAU NHIEN 1

o 2.3.3 Mét. Trung vi
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M6t 1

Dinh nghia 8
(a) Mot la gia tri ctia bién ngAu nhién X, ky hi¢u 13 mod(X), ma tai d6 ham mat do xac suat fx(z) dat
cuc dai (dia phuong).
(b) Néu X la bién ngdu nhién r&i rac, thi mod(X) la gia tri tai d6 xac suat dé8 X = mod(X) 14 16n nhét.

v

Vi du 27

Cho phan phdi xac suat cia X 1a

X 1] 0 | 1
P(X =x:) | 1/6 | 2/3 | 1/6

Ta c6, mod(X) = 0.
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Trung vi

l

S&‘MI
Dinh nghia 9
Trung vi clia bién ngdu nhién X la gia tri ctia bién ngau nhién X, ky higu 1a med(X), ma tai d6
Fx(z) =1/2, nghia la
1
Fx(med(X)) = 5 (27)
Dinh nghia 10
Phan vi mitc « 13 gia tri clia bién ngdu nhién X, ky hiéu 1a z,, sao cho
Fx(za) = a. (28)
W
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l

S&‘MI
Vi du 28
Cho ham mat d6 xac suit ciia bién ngiu nhién lién tuc X
§37:(2 — ) 0<z<2
fx@)=qa"tTTh DErEd
0, neu trai lai.
Tim mod(X) va med(X).
.
Giai.
@ Ham phan phbi xéc subt ctia X 13
0, z <0,
3 3
Fx(z) = Z(ﬁ - %) 0<z<2,
1, T > 2.
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Trung vi ul

sam

@ med(X) I3 nghiém ciia phuong trinh Fx (x) = % Hay 2° — 322 4+2=0véi 0 < x < 2. Suy ra med(X) = 1.

@ Ham mat dé xac subt fx(z) c6

>

z <0,
(1—x), 0<z<2,

néu trai lai,

fx(z) =

N o

L

dai diu tir duong sang 4m khi di qua z = 1, do dé dat cuc dai tai didm nay, nén mod(X) = 1.
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2.3. KY VONG, PHUGNG SAI CUA BIEN NGAU NHIEN 1

© B:i tap Muc 2.3
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Bai 14

Cho bién ngiu nhién r3i rac X c6 bang phan phoi xac suit

X 0 I 2] 3 1
P(X =) | 0,41 | 0,37 | k | 0,05 | 0,01

(a) Xéc dinh k.
(b) Tinh E(X), V(X) va ox.
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Bai tap 1

sam

Bai 15

Ky hiéu X 1 s6 may tinh cin mua mdi nim dé thay thé may tinh c@ bi héng ciia mot cong ty. Bang phan
phéi x4c suat ciia X dudc xac dinh nhu sau:

X 0] 1] 2] 3
P(X=a:) | 0,1 | 0,304 0.2

Gi4 st chi phi mua mot chiéc may tinh 1a 1200 do la va cong ty duge nhan sb tién chiét khau la 50X 2 do la.
Xéc dinh b tién trung binh céng ty bé ra dé mua may tinh mdi nam.

v
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Bai tap 1

SAMI
Bai 16
Thoi gian nd3m vién sau phau thuat (ngay) clia bénh nhan tai mot bénh vién 1a bién ngdu nhién lién tuc X
c6 ham mat do xéac suit
Fx(z) s T4
xX\T) =
0, z < 4.

Tinh thdi gian ndm vién trung binh ciia bénh nhan sau phau thuat tai bénh vién dé.

Bai 17

Ham mat do xac suat cia bién ngdu nhién lien tuc X xac dinh béi:

. A+ Bz?, € [0;1],
fx(@) = {o, z ¢ [0;1].

Tim A va B biét rang E(X) = 1/4.
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